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Résumé :
Dans une analyse de fiabilité, nous nous intéressons à l’évaluation de probabilités de défaillances faibles. Une
méthode de choix pour ce calcul est la méthode FORM (First Order Reliability Method). Une étape primordiale
de cette méthode est la détermination du point réalisant le maximum global de la densité de probabilité gaus-
sienne standard multidimensionnelle sur le domaine de défaillance du système. Ce point est appeler le point de
conception, et l’approximation FORM consiste à linéariser la frontière du domaine de défaillance pour évaluer la
probabilité de défaillance du système.
Dans le cas général, aucune méthode d’optimisation ne garantit le caractère global du maximum obtenu. Par
ailleurs, pour que l’approximation faite par la méthode FORM soit valable, il faut s’assurer qu’il n’y a pas
d’autre point du domaine de défaillance ayant une densité de probabilité comparable à celle calculée au point
de conception et qui ne soit pas situé au voisinage de ce point.
Dans cet article, nous décrivons un test, appelé Test du Maximum Fort, qui permet de vérifier ces deux propriétés
de façon simple et efficace. Nous mettons ensuite en oeuvre ce test sur un exemple analytique afin d’illustrer son
fonctionnement et ses propriétés.
Abstract :
In a reliability analysis, one is interested in evaluating small probability of failure. A method of choice is the First
Order Reliability Method (FORM). A key step in this method is to compute the point realizing the global maximum
of the multi dimensional standard Gaussian density over the system’s failure domain. This point is called the
design point, and the FORM approximation consist in a linearization of the failure domain at the design point for
the evaluation of the probability of failure.
No optimization method can guarantee in the general case that the global maximum has been found. Moreover,
for the FORM approximation to be valid, one must check that no other point in the failure domain has a density
value that could contribute significantly to the probability of failure that is not in the vicinity of this point.
In this article, we present a test, called the Strong Maximum Test, that allow to check these two properties in a
simple and efficient way. Then, we illustrate the test properties by the study of an analytical example.
Mots-clefs :
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1 Introduction
L’évaluation de la probabilité de défaillance d’un système dont la performance est décrite
par un modèle numérique f se ramène à l’évaluation d’une intégrale multidimensionnelle :
Pdef =
∫
D
pX(x) dx (1)
où X ∈ Rn est le vecteur aléatoire (supposé continu) décrivant les paramètres incertains du sys-
tème, de densité pX, etD est le domaine de défaillance du système :D = {x ∈ Rn | : f(x) ≤ 0}.
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La méthode FORM (cf. Madsen et al. (1986)) permet d’évaluer une approximation de Pdef
à l’aide d’un nombre limité d’évaluations de la fonction f , qui est souvent complexe à évaluer.
Pour cela, elle enchaîne les étapes suivantes :
1. Le vecteur aléatoire X est transformé en un vecteur aléatoire U gaussien de même dimen-
sion, mais dont les composantes sont indépendantes, centrées et réduites. Cette transfor-
mation T est dite isoprobabiliste et la probabilité de défaillance s’écrit alors :
Pdef =
∫
D
ϕn(u) du (2)
où u = T (x), ϕn(u) = 1/(2pi)n/2 exp(−‖u‖2/2) = ψ(‖u‖) et D = T (D).
2. Le domaine D est remplacé par un demi-espace Π par linéarisation de la frontière de D
au voisinage du point de conception u∗ qui réalise le maximum de ϕn sur D (on suppose
que 0 /∈ D) : u∗ = argmaxD ϕn(u).
3. La probabilité de défaillance est approchée par :
P FORMdef =
∫
Π
ϕn(u) du = Φ(−β) (3)
où Φ est la fonction de répartition de la loi normal centrée réduite monodimensionnelle et
β = ‖u‖.
Les hypothèses sous-jacente à l’approximation FORM sont :
Hypothèse 1. Le sous-domaine de D qui apporte la plus grande contribution à Pdef est un
voisinage immédiat de u∗.
Hypothèse 2. La frontière de D est linéaire au voisinage de u∗.
Remarque 1. L’hypothèse 1 porte sur la vitesse de décroissance de la fonction ψ, alors que
l’hypothèse 2 porte sur le comportement de la fonction f au voisinage de u∗. En fait, l’hy-
pothèse 2 sera d’autant plus plausible que l’hypothèse 1 est vérifiée, comme le montrerait un
développement limité de l’équation de δD au voisinage de u∗.
L’objectif de la prochaine section est de définir et d’expliquer le fonctionnement du test,
alors que la section suivante est dédiée à l’exploration numérique de ses propriétés à l’aide d’un
exemple analytique.
2 Le Test du Maximum Fort
L’étape 2 de la méthode FORM définit le point de conception u∗ = argmaxD ϕn(u), or
ϕn(u) = ψ(‖u‖) où ψ est une fonction décroissante de R+ dans R+. Sous la condition 0 /∈
D, le point u∗ est donc le point de D qui minimise ‖u‖. Cette dernière propriété donne un
moyen de vérifier qu’un point donné u0 est bien le point de conception : il suffit de vérifier que
B(0, ‖u0‖) ∩ D = {u0}, où B(0, ‖u0‖) est la boule centrée en 0 de rayon ‖u0‖. Avant de
préciser les détails du test, on fait l’hypothèse suivante sur le domaine de défaillance :
Hypothèse 3. On suppose que chaque composante connexe Ci deD «rayonne» à l’infini, c’est-
à dire vérifie :
∀u ∈ Ci,∀k ∈ [1,+∞[, ku ∈ Ci (4)
l’hypothèse 3 permet d’avoir l’équivalence entre B(0, ρ) ∩ Ci = ∅ et S(0, ρ) ∩ Ci = ∅, où
S(0, ρ) = ∂B(0, ρ) est la sphère bordant B(0, ρ). En effet, comme S(0, ρ) ⊂ B(0, ρ), on a
B(0, ρ) ∩ Ci = ∅ ⇒ S(0, ρ) ∩ Ci = ∅. Pour la réciproque, supposons que B(0, ρ) ∩ Ci 6= ∅.
Alors il existe u ∈ B(0, ρ) ∩ Ci, mais alors k = ρ/‖u‖ ∈ [1,+∞[ car u ∈ B(0, ρ) (‖u‖ 6= 0
car u ∈ Ci ⊂ D et on a supposé 0 /∈ D). On a alors ku ∈ S(0, ρ) ∩ Ci 6= ∅ cqfd.
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2.1 Présentation du test
Si l’on se reporte à la figure 1, l’objectif du test est de détecter la présence d’une composante
de type D1, c’est-à dire associé à des points comme u′ où la densité n’est pas négligeable. Pour
cela, on suit la démarche suivante :
– On définit le voisinage de u∗ hors duquel la densité est négligeable : ce sera l’intersection
d’une boule et d’un demi-espace.
– On détecte la présence d’une composante comme D1 en détectant par échantillonnage sa
trace sur une sphère de rayon supérieur à celui de la boule précédente, afin que cette trace
soit de mesure significative.
Π
D = D1 ∪D2
D1
D2
0
u
′
u
∗
β
β(1 + δε)
β(1 + τδε)
FIG. 1 – Interprétaion géométrique du test, cas n = 2
2.2 Définition du voisinage de u∗
La première étape est de quantifier l’hypothèse 1 : la valeur de la densité ϕn(u) sera né-
gligeable si ϕn(u) ≤ εϕn(u∗). En utilisant la fonction ψ : x 7→ 1/(2pi)n/2 exp(−x2/2), cela
donne ψ(‖u‖) ≤ εψ(β). On introduit la quantité δε tel que ψ(β(1 + δε)) = εψ(β). On a :
δε =
√
1− 2 log(ε)/β2 − 1 (5)
Le point u ∈ D sera négligeable dès que δ(u) = ‖u‖/β − 1 ≥ δε. Le voisinage de u∗ est
donc V (u∗) = B(0, β(1 + δε))∩D. En fait, pour pouvoir détecter des composantes de D dont
les points u ayant la plus grande densité sont tels que ϕn(u) & εϕ(u∗), on définit le voisinage
dilaté Vτ (u∗) = B(0, β(1 + τδε)) ∩ D, où τ > 1 (cf. figure 1). Sous l’hypothèse 2, on peut
remplacer D par le demi-espace bordé par Π dans la définition de V (u∗) et Vτ (u∗).
Remarque 2. L’hypothèse 1 incite à prendre ε ≪ 1 en espérant avoir également δε ≪ 1. En
fait, même en prenant ε = 510−2 et δε = 10−1, on obtient β = 5.34 avec l’équation (5), ce qui
correspond à P FORMdef < 5 10−8. Soit on s’intéresse à des niveaux de probabilité réellement très
faibles, soit on doit accepter que la notion de voisinage immédiat corresponde à une zone de
dimension significative par rapport à β.
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2.3 Échantillonnage
L’hypothèse 3 faite sur D permet de ramener la détection de composantes de D ayant
une contribution significative à Pdef à la détection d’une intersection non vide entre D et
S(0, β(1 + δε)) V (u
∗). Cette intersection pouvant être arbitrairement petite, on teste plutôt
si D ∩ (S(0, β(1 + τδε)) Vτ (u∗)) = ∅. La seconde étape consiste donc à échantillonner la
sphère S(0, β(1 + τδε)) puis à classer les points de cet échantillon selon leur appartenance à
D et à Vτ (u∗) : le test est positif si et seulement si D ∩ V Cτ (u∗) = ∅. Il reste à déterminer la
taille N de l’échantillon à générer. Cette taille est fonction du niveau que l’on souhaite pour le
test, en supposant que les points ui de l’échantillon sont des réalisations indépendantes de loi
uniforme sur S(0, β(1 + τδε)) (cf. Petersen et al. (1997) pour la génération de tels points).
Plus précisément, si l’on suppose que D2 peut être linéarisé au voisinage de u′ (hypothèse
2 au voisinage de u′), alors la surface de la trace de D2 sur S(0, β(1 + τδε)) est minorée par
la surface A(τ, ε) d’une calotte sphérique découpée par un plan tangent à S(0, β(1 + δε)) sur
S(0, β(1 + τδε)). Cette surface vaut (cf. Weisstein (1995)) :
A(τ, ε) =
2Rn−1pi(n−1)/2
Γ ((n− 1)/2)
∫ a
0
sinn−1(t) dt, R = β(1 + τδε), a = arccos
(
1 + δε
1 + τδε
)
(6)
Pour chaque point ui, la probabilité p d’appartenir à cette calotte sphérique vaut donc :
p =
∫ a
0
sinn−1(t) dt/
∫ pi
0
sinn−1(t) dt (7)
Remarque 3. On peut montrer que :
– p est une fonction croissante de a et décroissante de n ;
– si a < pi, limn→∞ p = 0 ;
– si a > a′, limn→∞ p(a)/p(a′) = +∞.
Il est maintenant possible de relier N au niveau α du test :
(1− p)N = α ⇒ N =
logα
log(1− p)
(8)
2.4 Définition du Test du Maximum Fort
Tous les éléments sont maintenant en place pour définir le Test du Maximum Fort.
Définition. Sous les hypothèses 2 et 3, on souhaite tester l’hypothèse H0 = «il existe une ou
plusieurs composantes de D ayant une contribution totale significative à Pdef qui ne sont pas
dans le voisinage de u∗».
Etant donnés un point de conception u∗, un niveau d’importance ε > 0, une précision τ et
un niveau α, on appelle Test du Maximum Fort de niveau α la fonction θ : (ui) 7→ 1{E(ui)=∅},
avecE(ui) = {ui|ui ∈ D∩V
C
τ (u
∗)}, où les ui sontN = N(ε, τ, α) réalisations indépendantes
d’une variable aléatoire uniforme sur la sphère S(0, β(1 + τδε)).
Ce test est de niveau EH0(θ) ≤ α. S’il est nul, on rejette l’hypothèse H0 au profit de son
alternative, qui est l’hypothèse 1.
Remarque 4. Pour réaliser le test, on détermine δε à partir de ε et u∗ à l’aide de (5), puis on
détermine a à partir de δε et τ l’aide de (6). Ensuite, avec a et n, on détermine p à l’aide de (7).
Enfin, on calcule N à partr de p et α à l’aide de (8).
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En pratique, les N points ui sont testés séquentiellement, ce qui permet de conclure le
test sans avoir à déterminer E(ui) dans sa totalité. Chaque évaluation de f pouvant être très
coûteuse, on gagne ainsi un temps significatif dans la réalisation du test.
Par ailleurs, en affinant la classification des points de l’échantillon, on obtient également des
informations sur la validité de l’hypothèse 2. En effet, on peut vérifier si V (u∗) ⊂ D, ce qui
serait le cas si les courbures de D étaient négatives ou nulles au voisinage de u∗. Si on trouve
un point dans V (u∗) ∩DC , alors une des courbures de D est positive.
Enfin, dans tous les cas la classification des points ui selon leur appartenance à D permet de
construire une loi particulièrement efficace pour la mise en œvre d’une méthode de simulation
par tirage d’importance, en prenant comme densité d’importance une mixture gaussienne cen-
trée sur les points appartenant à D. On s’affranchit alors des hypothèses 1, 2 et 3 pour évaluer
Pdef sans pour autant subir le coût d’une méthode de Monté Carlo classique.
3 Expérimentation numérique
Dans cette section, on illustre l’utilisation du test sur un cas analytique. Une utilisation
industrielle d’une version préliminaire de ce test est donnée dans Dutfoy et al. (2001).
On considère une famille de domaines de défaillance D(a, b) tel que D(a, b) = {u ∈
R
n | (a+ b)2 − (u1 + b)
2 +
∑n
i=2(ui/n)
2} avec a > 0 et b > 0. Cela correspond à un domaine
bordé par un hyperboloïde de révolution dont les sommets sont les points u∗ = (a, 0, . . . , 0)t
et u′ = (−(a + 2b), 0, . . . , 0)t. Le premier point est le point de conception du problème, et le
second point correspond à un niveau d’importance d’autant plus significatif que b est faible.
On fixe a = 5.34 de façon à se placer dans le cas de la remarque 2.2 et on prend b ∈
{0.2075, 0.2671, 0.4011}, ce qui correspond à des niveaux d’importance εb ∈ {10%, 5%, 1%}.
On souhaite tester la capaciter de détection du test dans les trois cas correspondant aux
trois valeurs de b, ceci en fonction de la dimension n ∈ {2, . . . , 10} du problème. Pour cela, on
détermine expérimentalement le niveau αexp du test : pour chaque valeur de b et de n, on effectue
104 fois le test et on estime αexp par le ratio du nombre de détection de u′b sur 104. Le test est
réalisé avec le jeux de paramètre (α = 10%, τ = 2, ε = 5%), ce qui correspond à des tailles
d’échantillon N = 10, 21, 39, 71, 126, 220, 380, 651, 1107, 1875, 3160 pour n = 2, . . . , 10.
Le résultat de cette expérience est donné sur la figure 2.
αexp
n
b = 0.2075
b = 0.2671
b = 0.4011
1.0
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1
0.0
2 3 4 5 6 7 8 9 10
FIG. 2 – Niveau expérimental du test en fonction de la dimension et de l’importance de u′
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Cette expérience ammène les remarques suivantes :
– Dans le cas b = 0.2075, le niveau expérimental αexp du test est inférieur au niveau
α = 10% spécifié pour conduire le test. Cela signifie qu’on détecte la composante de
D associée à u′0.2075 dans bien plus de 90% des cas, ceci d’autant plus que la dimension n
augmente. C’est conforme aux résultats annoncés dans la remarque 2.3, et en appliquant
le test de façon séquentielle, le coût de détection aurait été bien moindre que N .
– Dans le cas b = 0.2671, le niveau expérimental αexp du test est quasiment constant et
légèrement supérieur au niveau α = 10% spécifié pour le test. Ce résultat est conforme à
nos attentes, puisque la valeur de b correspond dans ce cas à une composante secondaire
de D associée à un niveau d’importance exactement égale à celui choisi pour le test. La
légère élévation du niveau du test provient du caractère non linéaire de la frontière de D
au voisinage de u′0.2671, c’est-à dire au fait que l’hypothèse 2 n’est qu’approximativement
vérifiée.
– Dans le cas b = 0.4011, le niveau expérimental αexp du test croît rapidement avec la
dimension pour tendre vers 1, ce qui signifie que le test n’est pas capable de détecter la
composante secondaire de D associée à u′0.4011. Ceci confirme que cette composante est
négligeable du point de vue du test.
Les calculs sont réalisés à l’aide du logiciel OpenTURNS (www.openturns.org), un logiciel
Open Source dédié à la propagation probabiliste d’incertitudes dans les modèles numériques
réalisé en partenariat par EDF R&D, EADS Innovation Works et PhiMECA.
4 Conclusions
Nous avons décrit un test simple et efficace permettant de vérifier les hypothèses clés sous-
jacentes à l’utilisation de l’approximation FORM. Dans le cas où ce test détecte qu’une des
hypothèses n’est pas vérifiée, il fournit en sous-produit des éléments permettant de mettre en
œuvre une méthode de tirage d’importance avec une densité d’importance adaptée. Par ailleurs,
même si le coût du test croît avec la dimension du problème, il reste raisonnable par rapport au
coût d’une méthode de simulation, notamment dans le cas de très faibles valeurs de probabilité
de défaillance. Ce test est disponible en option des méthodes FORM et SORM dans le logiciel
OpenTURNS.
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